Numéro 1

a)

Minimiser fest comparable a minimiser une fonction ¢ définie par
Il+a(l—=22)(1—-2y) pour0<zy<let-1<a<l
g(x,y,a) =

. sinon
W = —2a(1 — 2y)

%;70‘) = —2a(1 — 22)

W = (1-22)(1 - 2y)

On remarque que Vg(z,3,0) = Vg(1,y,0) = Vg(z, 5,a) = (0,0,0).

Les ensembles de points critiques (z, %, 0) et (Q,y, 0) en sont ou fest toujours 1.

Et dans I’ensemble ( le signe de la pente a proximité de ces points peut étre
négatif :

22 %)

g +h L+ ka)—g(d,la)=1+al—1-2h)(1 —1-2k) —1=4ahk

Il est facile de trouver des valeurs de h et k telles que 4ahk < 0 avec a # 0 , donc

g(%, %, a) n’est pas un minimum.

En faisant un raisonnement semblable avec les deux premiers ensembles de points
(ou intervalles), donc en faisant varier «, on en arrive a la conclusion que le ou les
minimums ne peuvent que se trouver aux limites du support de ¢g. C’est-a-dire aux
points ou :

ae{-1,1} z,y €{0,1}

Dans ce choix réduit, on voit que g est minimisé a zéro aux points

(0,0,-1), (1, 1,-1), (1,0, 1) et (0, 1, 1).

Ainsi f(x,y) > 0 sauf que 0 n’est pas atteint si 0 < z,y < 1.

/01/01(1+oz(1—2x)(1—2y)d:c)dyZ/Ol </01 1dx+a(1—2y)/01(1—2:c)da:) dy =

/(m(l)ﬂLOz(l—2y)[x—x2]é)dy:/ ldy = 1

0 0

+a(l—22)(1—-2y)dy=1 pour0<uz,y<1
fﬂmw:{ﬁ )(1-2))
sinon

1 1
I:/ 1dy—|—a/ (1 — 2z — 2y + 4zy)dy
0 0

= [ylo + alyly — 2azlyly — a[y’]} + 20z[y’];
=14+a—20x —a+ 2ax
=1

1 pour0<z,y<1
0 sinon

de la méme maniére :

1 pour0<z,y<1
fr(z,y) = .
0 sinon
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fol xdr =
1
(zy + zya(l — 22)(1 — 2y))dxdy
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ydy + ax(l — 2x) / (y — 2y2)dy) dx
0
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- 1%4-&56(1—2%) <%—§> dx
= 1%—%0&4—%0@ dx
_ a o 1 «
T1 1R T 173
Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = 30‘_6
BOX) = BY?) = [} a%ds = el = |
Var(X) = Var(V) = B(X?) - (B(X))* = § =} =
a/36 _ a/36 _a
Lx L /12 3
_ Sy fly)
E(X]Y) = /0 o fxyy (zly)de = /0 2(1+ a(l - 22)(1 — 2y))dr = —O‘(Zy()f DI %

Il a été trouvé que Var(Y) = 1/12

Et par symétrie, E(Y]X) = «2=1 4 1

Var(BE(Y]X)) = E(E(Y]X)?) — E(E(Y]X))?
=E(502 — 0’ X — g+ 502 X? + 10X + 1) — E(Y)?
= %&2 — éaQE(X) — %a + %aQE(XQ) + %aE(X)

Var(Y|X) = E(Y2[X) — E(Y]X)?
E(Y2X) = [y v* frix(lz)dy = [y y* 558 dy = [ vPdy + a(1 = 22) [5 (4* — 2°)dy

1 N 2z — 1)
-3 6
Var(Y|X) = &5 — 0?4+ 50’z — sa%2?
E(Var(Y|X)) = 55 — 5502 4+ $0°E(X) — $0°E(X?)

Var(E(Y|X)) — E(Var(Y]X)) = 50 — $a?l —la+ 1ol + lal + L — Lo+ 1a?l —

~ 36 9 9

=1/12 = Var(Y)



Numéro 2
a) 11y a un théoreme qui dit quesiona U =a+> ", b;X; et V =c+ > 7 d;Vj, alors
Cov(U, V) =Y > bid;Cov(X;,Y;)
i=1 j=1

Ainsi on obtient que :
Var(a; X + a2Y) = Cov(a1 X + a2, a1 X + axY')

= a?Var(X) + a3Var(Y) + 2a,a,Cov(X,Y)

_ 292, 929
3]
a'Sa = [ ofa; + o202 01201 + 030z | { " } = 0203 + 012020, + 0120109 + 0503
2

b) Var(a; X + a2Y) >0 (une variance n’est jamais négative)
Ainsi a’Ya > 0, et méme on peut dire a’Xa > 0 car le seul cas ou la variance pourrait
étre nulle est celui ou P(a; X + a2y = ¢) = 1 car la variable aléatoire (a1 X + a2Y)
n’aurait qu'une seule valeur possible.

o) { o? o9 } _ [All 0 } [All Arg } _ [ A} A1 Ao

o12 03 A Ag 0 Ay AnAn AL+ A3,
‘7% = A%l
12 = A1 A
o3 = Al + A3,
012
o1 —
g1
En substituant : A= o2
2 12
0 2 - _2
01
1
— 0
01 1
Avec Maple : (AL = o1

d) Var(Z,) = Var(gilX) = L Var(X) =1

Var(Zy) = Var

0% — %2 0y
1 _
— — (Vv ( = > + Var(Y) + 2 ( ";2> Cov(X, Y))
2 ) o
0'2 — 0_—% 1 1

01

(ve
- (J—%Var(X) + Var(Y) 42 <_"52)>
(



_ —02,X
Cov(Zy,Zy) = Cov | X, —pX_ X | = —L _Cov(X,~Z~ 1Y)
2 [ 2 % 2 %19 2_ %12 1
014/ 03 a% o3 U% 014/ 05 U%

Con(X, 2% +¥)= (=4 1 X¥) - BOE (<2 +v)
1 1 o1
2

[

- sz(XQ) + E(XY) + Z2E(X)? - E(X)E(Y)

o1 o5
= _:212 Var(X) 4+ Cov(X,Y) = -0+ 012 =0
1
= COV(Zl, ZQ) =0
Si on pose :
X Z 7 s Z

— A 1 H1 _ 9 1 1

{Y} [Zz]+[u2 N TN B P70 A
0_1 0_1

Alors :

E(X) = OlE(Zl) +pur =04

2
o / o
E(Y) = U—lle(Zl) +E(Z2)y )05 — 0—122 +p12 =0+ 0+ po
1

Le couple (X,Y") est le méme que depuis le début du numéro 2, avec la méme matrice
de variances-covariances ..



